Les nombres complexes

Opérations sur les nombres complexes

Définition: i est un nombre dont le carré est - 1.

i n’est pas un nombre réel.

I est un nombre complexe.

En multipliant i par un nombre réel, on obtient un autre nombre complexe
Exemples: 2iou-5i etc.

En ajoutant un nombre réel et un nombre complexe, un obtient un nombre complexe.

Exemples:7+3iou-2+8iou%-%ietc.

Dans I’écriture a + b i, on obtient un nombre complexe en remplagant a et b par n’importe
quel nombre réel.

Le nombre réel a est la partie réelle du nombre complexe a + b i.

Le nombre réel b est la partie imaginaire du nombre complexe a + b i.

Définition: I’ensemble des nombres complexe est I’ensemble des nombres qui peuvent
s’écrire sous la formea + b .

Propriété: pour tout nombre complexe z, il existe un seul réel a et un seul réel b
telsquez=a+Dbi.

En remplacanta par O et b par 1, ontrouvez=icarO+1i=1.

Le nombre 6 est un réel. C’est aussi un complexe car 6 =6 + 0 I.

Tous les nombre réels sont aussi des nombres complexes.

Propriétés: les nombres complexes s’ajoutent, se soustraient, se multiplient et se divisent
comme les nombres réels.
Exemples:4+3i+5-2i=4+5+3i-2i=9+1.
2x(4+31)=2x4+2x3i
=8-6i
ix(4+3i)=4xi+3xi?
=-3+4i carlecarrédeiest-1
(4+3i)x(5-2i1)=4x5+4x(-2i)+3ix5+(3i)x(-2x1i)
=20-8i+15i-6i°
=20+7i+6 onaditquelecarrédeiest-1
=26+7i.
(5+2i)x(5-2i)=5x5+5x(-2i)+2ix5+(2i)x(-2x1i)
=25-10i+10i-4i?
=25+4
=29
Ondit que lesnombres 5+2i et 5-2i sontdesnombres conjugues.
Le conjuguédea+bi est a-bi.
(a+bi)x(a-bi)=a’+ax(-bi)+bixa+(bi)x(-bxi)
=a’-abi+abi-b®xi?
=a’+b?




On ne change pas une fraction, en multipliant le numérateur et le dénominateur par le méme
nombre.

3 3x2 6
Par exemple, - = — = —
8 8x2 16
Autre exemple: 2 = Tx2 _14
7 7
Cela permet de trouver ’inverse d’un nombre complexe:
1 5-2. 1 3+i
5+2i (B+2i)x(B-21i) 3—i (B-1)x(3+1)
_ 5-2i 3+
52 +2° 3 +1°
5 2. _ 3+i
29 29 10
3 1.
== +
10 10

Pour trouver le quotient de deux nombres complexes, on utilise la méme astuce.
On multiplie le numérateur et le dénominateur par le conjugué du dénominateur:

4450 _ (—4+50)x (3+2.)
3-20  (3-2.0)x(3+2.1)
-12-8.i+15.i—-10
9% +2°
22+ 7.1
85

Représentation géométrique d’un nombre complexe

Dans un plan muni d’un repére orthonormé (O ; u, V),

au complexe z=a+bi onassocie le point de coordonnées (a; b).
Au complexe 6-5i onassociele pointA(6;-5).

Onditque 6-5i estl’affixe dupointA(6;-5).

Onditque A(6;-5) est’image ducomplexe6-5i.



Forme trigonométrique d’un nombre complexe

Choisissons un point du cercle trigopnométrique, par exemple A (% ;? ).
1 r . 3 .
= =¢0S — et — =sin =
2 3 2 3

donc A ( cos z ; sin z ).
3 3
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On dit que % est ’argument du complexe z ;.

A est I’image du complexe de module 1 et d’argument % .

1 .43

Z;==—+i—.
T2 2

., - T . . T
On peut aussi écrire que z ; = cos 3 +isin 3

Ce nombre complexe peut donc s’écrire de deux fagons :

1 .43 -
;= > + |§, c’est la forme algébrigue de z.

T . . T . .
Z1 =COS 5 +isin §’ c’est la forme trigonométrigue de z.

. Vs ,: A
Si on remplace 3 par n’importe quel autre angle, cela marche de la méme facon :

Propriété : si z est le complexe de module 1 et d’argument 6,
alorsz =cos 6 +isin 0.

Choisissons un complexe de module différent de 1.

Soit z; le complexe de module 2 et d’argument % .

22:221don022:2(cos%+isin%).



L’image dez,estB (1; J3 ).

N,

Propriété : si z est le complexe d’argument 6,
alorsz=|z|(cosO+isinO).
C’est la forme trigonométrique du complexe z.

Exercice : soit z le complexe de module 3 et d’argument %T

Donner la forme algébrique de z.
z:3(c035—7z +isin5—”):3(£ +i 1 )=
6 6 2 2

w
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Exercice : soit z le complexe de module 5 et d’argument e

Donner la forme algébrique de z.
1

2 N2 N2 7
2 2 2 4

(cos(-%)+isin(-%)):% 2=l

Exercice : soitz=2~/3 +21i.
Donner la forme trigonométrique de z.
Cherchons le module de z.
1212=(2~/3)%2+2%=4x3+4=16
donc|z|=4
doncz=4(cosO+isin®) ou 0 estl'argument de z.
Pour trouver cos 6 + i sin 0, il suffit de diviser I'écriture précédente par 4.

2 o cosO+isind= (243 +2i):ﬁ+i1
4 4 2 2
donccosezg etsine:%donce:%.

Finalement, z = 4 ( cos % +1isin % ).



Exercice :

Exercices

V2 a2
6 6
Donner la forme trigonométrique de z.
Cherchons le module de z.
5 2 2 1
2]2= =+

soitz =-

36 36 9

donc|z|=

—~ wlp

doncz= 1 cos O +isin®) ou 6 estl'argument de z.

Pour trouver cos 6 + i sin 0, il suffit de multiplier I'écriture précédente par 3.

Jo 42 V2 N2

3z=cosO+isind= 3(-—- _)_-__ Xz
2 2
donccose--getsme--gd nce—%Z

Finalement, z = 1 (cos 5 +isin > ).
3 4 4
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