La division euclidienne
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Vous connaissez la division : au lieu d’écrire que 12 = 4 x 3, on peut écrire que T =3
A . 13
De méme, on peut écrire que " =3,25.

., .13 1
On peut aussi écrire Z =3+ Z oul3=4x3+1.
En arithmétique on ne connait pas les nombres décimaux, on écrira donc 13 =4 x 3 + 1 et on dira
gu’en divisant 12 par 4, le quotient est 3 est le reste est 1.

On peut aussi écrire que 13 =3 x 3+ 5 0u que 13 =2 x 3 + 9 mais ce n’est pas une division
euclidienne car le reste est trop grand. Le reste doit étre inférieur a 4.

Faire la division euclidienne de 13 par 4 revienta écrire 13=4x3+1lavec0<1<4.

On peut généraliser : faire la division euclidienne de a par b revienta écrirea=bq+ravec0<r<h.

Théoréme : pour tout entier naturel a et tout entier naturel non nul b, il existe un seul entier naturel g et
un seul entier naturel r telsquea=bg+ret0O<r<h.

Démonstration

Existence des naturels g et r

Idée de la démonstration : pour diviser 13 par 4 on peut écrire successivement

13=4x0+13
13=4%x1+9
13=4%x2+5
13=4x3+1
13=4x4-3
La on s’arréte car le reste doit étre positif. On retient donc que 13 =4 x 3 + 1.

Le quotient est 3. Le reste est 1 qui convientcar 0 <1< 4.



Démonstration : b = 0 donc b > 1 donc il existe un entier n tel que nb > a

(il suffit de choisir n > a)

donc I’ensemble E des entiers n tels que nb > a n’est pas vide

donc cet ensemble E contient un plus petit élément k.

k=0cara>0.

k est le plus petit élément de E donckb >aet(k-1)b<adonc(k-1)b<a<kb.
On soustrait (k-1)betontrouve0<a-(k-1)b<bh.
Onposeq=k-1etonpeutécrire0<a-qgb<bh.

Onposer=a-gbetonbiena=bqg+ravec0<r<hb.

Unicité des naturels g etr

Onsupposequea=bq,+ryavec0<r;<betquea=bqg,+ravec0<r,<bh.

On a un encadrement de r; et un encadrement de r ,,
on peut en déduire un encadrementde ry-r:
0<ri<bet0O<r,<bdoncO<r;<bet-b<-r,<0.

On ajoute ces deux écritures eton trouve -b<r;-r, <h.

On a une expression de r, et une expression de r,,
on peut en déduire une expressionde ry-r,:
rr=a-bq.etr,=a-bqg,doncr;=a-bq;et-r,=-a+bq,

On ajoute ces deux €ecritures etontrouve r;-r,=b(qg,-q1).

Onen déduitque-b<b(qg,-gq:)<bdonc-1<q,-g;<ldoncq,-q;=0doncq;=qs,.

Orri-r=b(gi-gz)doncry-r,=0doncr;=r,.



Remarque : b divise a < il existe un entier g tel que a = bq

< le reste de la division de a par b est 0.

Remarque : On peut faire une division euclidienne avec des entiers négatifs : - 13=-4 x4 +3;
4 est le quotient de la division de - 13 par - 4 ; 1 est le reste de cette divisioncar 0 <1 < 4.
a ou b peuvent étre négatifs et 1’on démontre de la méme fagon que

Théoréme : pour tout entier a et tout entier non nul b, il existe un seul entier naturel g et un seul entier
naturel rtelsquea=bg+ret0<r<|b|.



