La fonction exponentielle

Voici la représentation de la fonction logarithme népérien :

3
2
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et voici son tableau de variations :
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On constate que quelque soit le nombre a, il existe un nombre b tel que Inb = a.
On dit que b =exp a.

exp est la fonction exponentielle.

La fonction exponentielle est la réciprogue de la fonction In.

Par exemple,In1=0 donc exp0=1.

Autre exemple:Ine=1 donc expl=e.
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Et plus généralement,
Propriété : sib >0, alorsexp (Inb)=b:
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Cela marche aussi dans 1’autre sens : la fonction In est la réciproque de la fonction exp :
Propriété : In (exp a) = a, quelque soit le nombre a :

exp exp
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Voici la représentation de la fonction logarithme et de la fonction exponentielle :
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C’est la méme chose qu’entre la fonction carré et la fonction racine :

Carré

r
V3 =3et 3" =3,

Cela permet de résoudre des équations :
Inx=2 = exp (Inx)=exp2
= X=exp2

De méme

expx=3 = In(expx)=1In3
& Xx=1In3

Ou encore

Inx=-4 o exp(Inx)=exp(-4)
o x=exp(-4)



Ou encoreexp x=-3
Il n’y a pas de solution car exp X > 0 pour tout x.

Propriétés
Rappel : le logarithme népérien transforme un produit en somme : In(axb)=Ina+Inb.
Propriété : I’exponentielle transforme une somme en produit : exp (a+b) =exp a x exp b.
Démonstration :
axb=exp(lnaxb)=exp(Ina+inb)
axb=exp(Ilna)xexp(Inb)
doncexp(Ilna)xexp(Inb)=exp(Ina+Inb).
Sil’on décide que Ina=xetqueInb =y, celadonne exp (x+y) =exp x x expy.

Remarque : soit n un entier. Les fonction In et exp sont réciproques donc In (expn) =n.
La fonction In transforme un produit en somme donc In(e")=nlne=n.

On constate donc que pour tout entier n, expn=e".

On écrira donc : exp x = e*,, pour tout x € IR.

Remarque : ce n’est pas bien étonnant car

* |es fonctions puissances transforment une somme en produit : 23*4=23x 2%,
*e%=1comme2°=1.

Remarque : cherchez la touche e * sur votre calculette.

Exercice : donner une valeur approchée du nombre x tel que In x = 5.
Inx=5 o elM=zed
o x=e’

La calculette donne x ~ 148,4.

Les propriétés de 1’exponentielle sont les mémes que les propriétés des fonctions puissances :

Propriétés: e** Y=g  x e’
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Exercices : résoudre
eX*tl=5 IEN Ine**t=1In5 < x+1=In5 < x=-1+In5
S={-1+In5}
. 1
e¥*l=e™ o In(x+1)=In(-4x) & x+l=-4x o X=- 2
1
s={-}
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e?¥+e*-6=0 o (e¥)%+e*-6=0



C’est une équation du second degré dont I’inconnue este*. a=1;b=1;c=-6.
A =25 et les racines sont - 3 et 2
donce*=-3oue*=2.
e” >0 donc la solution e* = - 3 doit étre rejetée.
Finalement e* = 2 donc x = In 2.
s={In2}

Variations, limites
On se souvient du tableau de variations de la fonction logarithme népérien :
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On en déduit le tableau de variations de la fonction exponentielle :
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L’ensemble de définition de la fonction exponentielle est | - oo ; + oo [.
On cherchera donc les limites en - o« et en + .
Propriétés : lim e* =+ .

X—>+0

Cela permet facilement de dire que
lim xe”*=+ o, eneffet, lim x=+wet lime*=+ .

X—>+00 X—>+00 X—>+00
De méme

lim x3e*=+ oo, eneffet, lim x3=+wet lime*=+w
X—>+0 X—>+00 X—>+00

.1 . . : .1 .
En revanche, pour lim = e* il yaun probléme puisque lim = =0et lime* =+ o0,

X—>+0 X X—>+0 X X—>+0

On appelle cela une forme indéterminée du type 0 x oo.

S s 1
Propriété : lim = e*=+oo.

X—=>+0 X

On peut dire que e * I’emporte sur E.
X

A : 1 : . o
De méme lim — e =+ o0, quel que soit I’entier positif n.

X—>+0 X



Propriétés : lim e*=0.

X—>—0

Cela permet facilement de dire que

) 1 o1 )
lim = e*=0,eneffet, lim = =0et lime*=0.

X—>-0o X X——0 X X—>—00
De méme

1 . 1 oy e ..
lim — e"=0,eneffet, lim — =0et lime” =0, quel que soit ’entier positif n.
X—>—0 X X—>—o X X—>—00

En revanche, pour lim xe* il yaun probléme puisque lim x=-oet lime*=0.

X—>—00 X—>—0 X—>—0
C’est une forme indéterminée du type oo x 0.
Propriété : lim xe*=0.
X—>—00

On peut dire que e * I’emporte sur X.
De méme lim x "e* =0, quel que soit I’entier positif n.

On peut méme dire que 1’exponentielle I’emporte sur n’importe quel polynome :
lim(x’'=5x3+2x-5)e*=0

X——00

On a vu que I’exponentielle I’emporte sur n’importe quel polyndme.

Cela se voit sur la représentation graphique : I’exponentielle croit plus vite qu’un polyndome.

On voit aussi qu’un polynome croit plus vite que le logarithme.
Un polynéme I’emporte sur le logarithme.

. 1 . 1 . . . .
lim — Inx=0et lim — Inx=0, quel que soit Ientier strictement positif n.

X—>+0 X X—>+00 X

Propriétés : quel que soit ’entier strictement positif n,

e . Inx
lim — =+ et lim — =0

X—+0 X X—>+0 X



Dérivée

La dérivée de la fonction exponentielle est la fonction exponentielle.

Cela permet de donner les variations de la fonction exponentielle :

exp X est positif pour tout x

donc exp’ X est positif pour tout x

donc exp est une fonction croissante.

Cela permet de donner la pente de tangentes a la représentation de la fonction exponentielle :
exp0=1

donc exp’ 0 =1

donc la tangente au point d’abscisse 0 a pour pente 1.
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